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Profesor : Emilio Cariaga L.
Periodo : 1er. Semestre 2015.

SOLUCIÓN NUMÉRICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

Un problema fundamental en Algebra Lineal es: dada una matriz A y
un vector columna b, deteminar x, tal que

Ax = b.

Matemáticamente se sabe bajo qué condiciones existe una solución, bajo
qué condiciones ésta es única, y además se dispone de métodos anaĺıticos
que permiten expresar la solución, cuando esta exista, en términos de los
datos A y b, como por ejemplo, a través del cálculo de la inversa A−1 o de
la aplicación de la regla de Cramer. Sin embargo, cuando la dimensión de
la matriz A alcanza valores comunes en situaciones realistas (n = 10p; p =
1, 2, 3, ...) el uso del computador se vuelve indispensable, y es en este caso
cuando surge un problema nuevo, el cual consiste en calcular una solu-
ción aproximada del sistema Ax = b de manera eficiente (en el menor
tiempo posible) y eficaz (con la mayor exactitud posible). Justamente, este
nuevo problema de tipo computacional, y también matemático, es el objeto
de estudio del Algebra Lineal Numérica, una disciplina muy relevante del
Análisis Numérico.

En Algebra Lineal Numérica se distinguen dos grandes familias de méto-
dos numéricos para construir una solución aproximada del sistema de ecua-
ciones lineales Ax = b:

(i) Métodos Directos.

(ii) Métodos Iterativos.

En las siguientes secciones se presentan las principales ideas que funda-
mentan ambas familias de métodos.
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Tenga presente que al abordar el problema de calcular una solución aprox-
imada del sistema Ax = b se asumirá, en todo lo que sigue, que éste posee
solución exacta o anaĺıtica, y que ésta es única. En este sentido se recuerda
el siguiente teorema:

Teorema: sea A una matriz cuadrada de orden n = 2, 3, ... Las siguientes
proposiciones con equivalentes,

(i) la matriz A es no singular, esto es, existe su inversa,

(ii) det(A) ̸= 0,

(iii) para cada vector b existe un único vector x, tal que Ax = b.

1. Métodos Directos

Se denomna Método Directo para construir una aproximación de x, tal
que Ax = b, a aquel procedimiento que permitiŕıa obtener el valor exacto x
en un número finito de pasos, siendo la única fuente potencial de error el uso
del computador. Este sólo hecho (el uso del computador) hace que el método
directo sea de interés numérico.

Presentamos dos métodos directos que están en la base de códigos profe-
sionales de resolución numérica:

1.1. Eliminación Gaussiana con Sustitución Regresiva.

Eliminación Gaussiana. Dado el sistema n × n a resolver Ax = b se
construye la matriz ampliada [A|b] sobre la cual se realiza un número finito
de operaciones fila para obtener [U |b∗], en donde, U es una matriz trian-
gular superior, que se construye generando entradas nulas en la columna
j = 1, 2, ..., n − 1, bajo la diagonal principal ajj. Esto en forma secuencial,
desde j = 1 hasta j = n− 1.

Sustitución Regresiva. Una vez calculada la matriz ampliada triangu-
lar superior [U |b∗], el vector incógnita x = [x1, ..., xn]

′ se obtiene despejando
desde la última hasta la primera ecuación, obteniendo xn hasta x1.

Selección de la Fila Pivote. Con la finalidad de minimizar los errores
provenientes de la aritmética interna del computador, un procedimiento al-
ternativo es seleccionar la fila pivote con otros criterios.
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Criterio 1 (Elemento Pivote Nulo): la primera razón para elegir otra fila
pivote es que el elemento pivote original resulte ser nulo, esto es, ajj = 0,
j ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Criterio 2 (Pivoteo Parcial): sea j ∈ {1, 2, ..., n − 1} fijo. Si se quiere
eliminar las entradas aij para i ∈ {j+1, ..., n}, se selecciona como fila pivote
aquella para la cual |aij| sea máximo para i ∈ {j, j + 1, ..., n}.

Criterio 3 (Pivoteo Parcial Escalado): coloca el elemento en el lugar
del pivote más grande en relación con los elementos de su renglón. (Detalles
algebraicos se darán en clases).

1.2. Factorización P · A = L · U .

El proceso descrito anteriormente permite obtener matrices: de permutación
P , triangular inferior L, y triangular superior U , tales que PA = LU .

Dada la factorización PA = LU , note que

Ax = b.../P

P (Ax) = Pb

(PA)x = Pb

(LU)x = Pb

L(Ux) = Pb

Lz = Pb

con z = Ux. En base a lo anterior se define al método directo basado en
la factorización PA = LU , el cual consiste en dos etapas:

Etapa 1 (Sistema Triangular Inferior): calcular z tal que Lz = Pb.

Etapa 2 (Sistema Triangular Superior): calcular x tal que Ux = z.
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En ambas etapas la única fuente de error es el uso del computador, dada
la alta dimensión del sistema. Este sólo hecho hace que el método sea de
interés numérico.

2. Métodos Iterativos Clásicos

Un método iterativo para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
lineales Ax = b consiste en la construcción de una sucesión de vectores

x1, x2, ..., xn, xn+1, ...,

tal que

Axn ≈ b.

Como todo método iterativo en análisis numérico, los problemas matemáticos
asociados son:

(i) la convergencia de la sucesión, esto es, bajo qué condiciones

ĺım
n→+∞

xn = x,

con Ax = b, y

(ii) la estimación del error : en = xn − x, n = 0, 1, 2, ....

En esta sección se presentan los métodos iterativos clásicos de Jacobi,
Gauss-Seidel, y de Relajación, para lo cual se considera la siguiente de-
scomposición de la matriz de A:

A = D − CL − CU ,

en donde, D es la matriz diagonal de A, −CL es la matriz triangular inferior
estricta de A, y −CU es la matriz triangular superior estricta de A.

Por ejemplo, si

A =

 a b c
x y z
u v w

 ,

entonces

A =

 a 0 0
0 y 0
0 0 w

−

 0 0 0
−x 0 0
−u −v 0

−

 0 −b −c
0 0 −z
0 0 0

 ,
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con

D =

 a 0 0
0 y 0
0 0 w

 , CL =

 0 0 0
−x 0 0
−u −v 0

 , CU =

 0 −b −c
0 0 −z
0 0 0

 .

Una importante familia de métodos iterativos que permiten aproximar la
solución del sistema Ax = b está definida como

x1+n = Gxn + c,

para n = 0, 1, 2, 3, ..., en donde la elección de la matriz G y del vector c define
un método iterativo en particular.

2.1. Método de Jacobi.

En este caso

Ax = b

(D − CL − CU)x = b

Dx = (CL + CU)x+ b

x = D−1(CL + CU)x+D−1b.

Esta última igualdad motiva la definición de la sucesión base del método
de Jacobi, para n = 0, 1, 2, 3, ...:

xn+1 = D−1(CL + CU)xn +D−1b,

ó

x1+n = Gjxn + cj,

con

Gj = D−1(CL + CU) y cj = D−1b.
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2.2. Método de Gauss-Seidel.

En este caso

Ax = b

(D − CL − CU)x = b

(D − CL)x = CUx+ b

x = (D − CL)
−1CUx+ (D − CL)

−1b.

Esta última igualdad motiva la definición de la sucesión base del método
de Gauss-Seidel, para n = 0, 1, 2, 3, ...:

xn+1 = (D − CL)
−1CUxn + (D − CL)

−1b,

ó

x1+n = Ggxn + cg,

con

Gg = (D − CL)
−1CU y cg = (D − CL)

−1b.

2.3. Métodos de Relajación.

En este caso se plantea una modificación del método de Gauss-Seidel
en el sentido de obtener convergencia cuando éste no lo sea, o acelerar su
convergencia en caso de que śı lo sea. La sucesión base de los métodos de
Relajación queda definida por la igualdad (para n = 0, 1, 2, ...)

(D − ωCL)x1+n = ((1− ω)D + ωCU)xn + ωb,

ó

x1+n = Gωxn + cω,

con,

Gω = (D − ωCL)
−1((1− ω)D + ωCU) y cω = ω(D − ωCL)

−1b.

Se distinguen los siguientes casos según el valor de ω:
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ω = 1. En este caso se tiene el método de Gauss-Seidel.

0 < ω < 1. En este caso el método se denomina de sub-relajación, y
permite obtener convergencia si Gauss-Seidel diverge.

1 < ω < 2. En este caso el método se denomina de sobre-relajación (o
SOR: Succesive Over-Relaxation), y permite acelerar la convergencia
cuando el método de Gauss-Seidel converge lento.

2.4. Convergencia

En esta sección presentamos los principales resultados matemáticos que
establecen condiciones bajo las cuales los métodos iterativos presentados son
convergentes.

Definiciones Básicas: sea A una matriz cuadrada.
(i) Su Polinomio Caracteŕıstico se define como p(λ) = det(A− λI).
(ii) Se dice que λ ∈ C es un Valor Propio (o Caracteŕıstico) de A ssi p(λ) = 0.
(iii) Si λ es una valor propio de A, se dice que el vector x ̸= 0 es un Vector
Propio de A, asociado a λ, ssi (A− λI)x = 0.

Definición de Radio Espectral: sea A una matriz. El Radio Espectral
de la matriz A se define como el máximo de sus valores propios (o valor car-
acteŕıstico), y se anotará como ρ(A).

En los siguientes resultados constataremos que el radio espectral es la
magnitud que gobierna la convergencia y lo respectivos errores de estimación.

Teorema: considere la sucesión x0, x1, ..., xm, ..., de vectores en Rn, n =
2, 3, ..., definida como xm+1 = Gxm + c, con m = 0, 1, 2, .... Para cualquier
vector inicial x0 esta sucesión es convergente a la solución exacta y única de
la ecuación x = Gx+ c ssi ρ(G) < 1.

Teorema: considere el sistema de ecuaciones linealesAx = b, con det(A) ̸=
0. Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces, para cada
valor de x0, las sucesiones de Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la solución
única del sistema Ax = b.

Observación: no existen resultados generales que nos digan cuál de los
dos métodos, si el de Jacobi o el de Gauss-Seidel, será más eficaz para un sis-
tema lineal arbitrario. Sin embargo, el teorema de Stein-Rosenberg relaciona
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ambos métodos para casos especiales:

Teorema de Stein-Rosenberg: si para cada i ̸= j: aij ≤ 0, y si para
cada i = 1, 2, .., n,: aii > 0, entonces será válida una y sólo una de las
siguientes afirmaciones:

1. 0 ≤ ρ(Gg) < ρ(Gj) < 1

2. 1 < ρ(Gj) < ρ(Gg)

3. ρ(Gj) = ρ(Gg) = 0

4. ρ(Gj) = ρ(Gg) = 1

El teorema de Stein-Rosenberg nos permite aseverar que: (i) si Jacobi o
Gauss-Seidel converge, entonces el otro también, y Gauss-Seidel lo hará más
rápido, (ii) si Jacobi o Gauss-Seidel diverge, entonces el otro también.

Respecto del método de Relajación presentamos los siguientes teoremas
clásicos:

Teorema de Kahan: si aii ̸= 0 para cada i = 1, 2, ..., n, entonces
ρ(Gω) ≥ |ω − 1|.

Observación: el teorema de Kahan nos dice que el método de Relajación
puede converger sólo para 0 < ω < 2.

Teorema de Ostrowski-Reich: si A es una matriz definida positiva ,
y si 0 < ω < 2, entonces el método de Relajación converge para x0 arbitrario.

Valor Optimo de ω: si A es una matriz definida positiva y tridiagonal,
entonces ρ(Gg) = |ρ(Gj)|2 < 1, y el valor óptimo para ω está dado por

ωop =
2

1 +
√

1− (ρ(Gj))2
.

Además note que ρ(Gω) = ωop − 1.
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3. Ejercicios

1. Escriba un programa .m que dada la matriz A y el vector lado derecho
b tenga como salida la matriz G y el vector c correspondientes a los
métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajación.
Ayuda: para la construcción de las matrices CL, CU y D utillice (com-
bine adecuadamente) los comandos: tril, triu, y diag.

2. Ejecute el programa que construyó en el punto anterior con los sigu-
ientes sistemas de ecuaciones:

a) (
0,96326 0,81321
0,81321 0,68654

)(
x
y

)
=

(
0,88824
0,74988

)
b)  2 −1 0

1 6 −2
4 −3 8

 x
y
z

 =

 2
−4
5


c) 

4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1
0 −1 −1 4




x
y
z
w

 =


−4
0
4
−4


3. Escriba un programa .m que permita obtener n = 1, 2, 3, ... iteraciones

del método de Gauss-Seidel. Ejecute este programa con los sistemas de
ecuaciones definidos previamente.

4. Se pide escribir un programa .m que posea la estructura

x = sor(A, b, xo, ω,m),

en donde, ω ∈ (0, 2), y m = 1, 2, 3, ..., es el número de iteraciones.

5. Genere iteraciones del método SOR con los sistemas de ecuaciones de
las actividades previas.

6. Se pide escribir un programa .m que posea la estructura

[xn, itera, err] = sorerror(A, b, xo, ω, exacta, tol)

en donde, ω ∈ (0, 2), exacta es la solución exacta del sistema Ax = b,
tol es una toleracia del tipo: 1

2
· 10−d, con d número de d́ıgitos sig-

nificativos, y tal que ||exacta − xn||∞ < tol. Además, las salidas del
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programa son: la aproximación xn que satisface la tolerancia, itera que
es el número de iteraciones que fueron necesarias para satisfacer la tol-
erancia, y err := ||exacta− xn||∞.

Solución:

function [x,itera,err]=sorerror(A,b,xo,w,exacta,tol)

D=diag(diag(A));

CL=D-tril(A);

CU=D-triu(A);

G=inv(D-w*CL)*(w*CU+(1-w)*D);

c=w*inv(D-w*CL)*b;

x=xo;

itera=1;

err=1;

while err>tol

x=G*x+c;

erro=exacta-x;

err=norm(erro,inf);

itera=itera+1;

end

7. Utilice el programa anterior con el siguiente sistema de ecuaciones,
de tal modo pueda determinar el valor óptimo del parámetro ω en el
sentido de que el número de iteraciones necesarias para obtener una
aproximación con una tolerancia dada por: tol = 1

2
· 10−d sea mı́nimo.

−4 1 1 1
1 −4 1 1
1 1 −4 1
1 1 1 −4




x
y
z
u

 =


1
1
1
1

 .

Ayuda: la solución exacta del sistema dado es: (−1,−1,−1,−1)′. Re-
specto del parámetro ω ejecute el programa con ω ∈ {1,0; 1,1; 1,2; ...; 1,8; 1,9},
hasta obtener el mejor valor del parámetro.

8. Construya un programa .m similar al anterior, pero para Gauss-Seidel,
y use dicho código para determinar cuántas iteraciones se necesitan
con Gauss-Seidel para satisfacer la misma tolerancia que en el sistema
anterior. Compare. Comente sus resultados.
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9. Considere un sistema masa-resorte formado por 4 unidades en serie, las
cuales se comprimen con una fuerza F = 2000[kg]. En el equilibrio se
satisfacen las siguientes ecuaciones, las cuales surgen luego de hacer un
balance de fuerzas:

k2(x2 − x1) = k1x1

k3(x3 − x2) = k2(x2 − x1)

k4(x4 − x3) = k3(x3 − x2)

F = k4(x4 − x3),

en donde las constantes de los resortes están dadas por k1 = 150[kg/s2],
k2 = 50[kg/s2], k3 = 75[kg/s2], y k4 = 225[kg/s2]. Se pide calcular los
estiramientos(±): {xi, i = 1, 2, 3, 4}. Debe utilizar todos los métodos
descritos en las actividades anteriores. Debe analizar el impacto de la
fuerza externa F sobre los resultados obtenidos, para lo cual se sugiere
repetir el análisis con F = 2000± ϵ, ϵ = 10−2, 10−1, 101, 102.

10. Considere un sistema de 5 reactores conectados por tubeŕıas. El prob-
lema consiste en calcular las concentraciones en estado estable: ci, i =
1, 2, 3, 4, 5. Para tal efecto se efectúa un balance de masa para cada
reactor, obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones:

6c1 − c3 = 50

−3c1 + 3c2 = 0

−c2 + 9c3 = 160

−c2 − 8c3 + 11c4 − 2c5 = 0

−3c1 − c2 + 4c5 = 0.

Se pide resolver el sistema de ecuaciones anterior utilizando todos los
métodos.

11. Un problema importante en ingenieŕıa estructural es determinar las
fuerzas y reacciones asociadas con una estructura estáticamente deter-
minada. Ejecutando un balance de fuerzas sobre una cierta estructura
triangular con dos puntos de apoyo se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:
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0,866 0 −0,5 0 0 0
0,5 0 0,866 0 0 0

−0,866 −1 0 −1 0 0
−0,5 0 0 0 −1 0
0 1 0,5 0 0 0
0 0 −0,866 0 0 −1




F1

F2

F3

H2

V2

V3

 =


0

−1000
0
0
0
0


Resuelva el sistema anterior utilizando todos los métodos que ust-
ed conoce. Tenga presente que si se considera el efecto del viento
en la estructura, el nuevo lado derecho es el vector columna: b =
[−1000, 0, 1000, 0, 0, 0]T . ¿Qué tanto afectan los vientos a las fuerzas
originalmente calculadas?.

12. Un problema común dentro de la ingenieŕıa eléctrica involucra la de-
terminación de corrientes y voltajes en varios puntos en circuitos de
resistores. Usando las leyes de Kirchhoff sobre un circuito con 6 nodos
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, cuyas incógnitas son las
corrientes en cada uno de los 6 nodos:

1 1 1 0 0 0
0 −1 0 1 −1 0
0 0 −1 0 0 1
0 0 0 0 1 −1
0 10 −10 0 −15 −5
5 −10 0 −20 0 0




i12
i52
i32
i65
i54
i43

 =


0
0
0
0
0
200


Resuelva el sistema utilizando todos los métodos disponibles.
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Los problemas planteados han sido tomados de los siguientes textos:
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